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Àííîòàöèÿ

Â ýòîé ñòàòüå ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå è èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà êî-

íå÷íî àïïðîêñèìèðóåìûõ ìíîæåñòâ. Ýòî ìíîæåñòâà ( â îáùåì ñëó-

÷àå áåñêîíå÷íûå), êîòîðûå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïðèáëèæåí-

íî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè. Ïðåäîëàãàåòñÿ,

÷òî ñ òàêèìè ìíîæåñòâàìè óäîáíî ðàáîòàòü íà êîìïüþòåðå è, ñëå-

äîâàòåëüíî, â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ áûëî áû åñòåñòâåííî ðàñ-

ñìàòðèâàòü ìîäåëè òåîðèé íå â îáû÷íûõ ìíîæåñòâàõ, à â êàòåãî-

ðèè êîíå÷íî àïïðîêñèìèðóåìûõ ìíîæåñòâ. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èçó-

÷åíèþ ýòîé ñòðóêòóðû.

1 Ââåäåíèå

2 Ìîòèâàöèÿ

Â ðàçëè÷íûõ ìîäåëÿõ èññëåäóåìûõ îáúåêòîâ è ñèñòåì ïðèõîäèòñÿ èìåòü
äåëî ñ áåñêîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè. Ïðè ïðåäñòàâëåíèè òàêèõ ìîäåëåé íà
êîìïüþòåðàõ âîçíèêàþò èçâåñòíûå òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ êîíå÷íîñòüþ
ïàìÿòè êîìïüþòåðîâ è âðåìåíè èõ ðàáîòû.

Ïðîñòûì ïðèìåðîì ýòîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òèïîâ äàí-
íûõ â ïðîãðàììèðîâàíèè. Â îáùåì ñëó÷àå, òèïû äàííûõ (öåëûå ÷èñëà,
äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ñïèñêè, äåðåâüÿ è ò. ä.) ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûìè
ìíîæåñòâàìè. Â ïðîãðàììàõ ìû èìååì äåëî ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåí-
òîâ ýòèõ òèïîâ. Ïðè÷åì äëèíà ýòèõ ýëåìåíòîâ îãðàíè÷èâàåòñÿ âîçìîæ-
íîñòÿìè òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ è ñðåäîé ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Íà ïðèìåðå èíèöèàëüíûõ ìîäåëåé àáñòðàêòíûõ òèïîâ äàííûõ, ðàñ-
ñìîòðåííûõ êàê ôàêòîð ìíîæåñòâ òåðìîâ [1], â åùå áîëüøåé ìåðå âèä-
íû ïðîáëåìû èñïîëüçîâàíèÿ òàêèõ ìîäåëåé â ñèñòåìàõ íà êîìïüþòåðàõ.
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Èíèöèàëüíûå ìîäåëè àáñòðàêòíûõ òèïîâ äàííûõ â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿ-
þòñÿ àëãåáðàìè ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ è íåðàçðåøèìîé ïðî-
áëåìîé ýêâèâàëåíòíîñòè òåðìîâ è, ïîýòîìó, â ïîëíîé ìåðå íå ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû â êîìïüþòåðå.

Âûõîäîì â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïðèíÿòèå òåçèñà, ÷òî â ïðàêòè÷åñêèõ
çàäà÷àõ íå ïîíàäîáÿòñÿ âñå ýëåìåíòû ìîäåëè, è â êàæäûé ìîìåíò âðå-
ìåíè íàñ ìîæåò óäîâëåòâîðèòü êîíå÷íûé ôðàãìåíò ìîäåëè è íåïîëíîå
çíàíèå î ðàâåíñòâå ìåæäó òåðìàìè â ìîäåëè.

Õîðîøèì ïðèìåðîì òàêîãî âûõîäà ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ ìàøèííûõ ÷èñåë âìåñòî áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ öåëûõ èëè âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë � ìîäåëåé ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïîâ äàííûõ.

Ýòà ïîçèöèÿ òîëêàåò íà èçìåíåíèå âçãëÿäà íà ìíîæåñòâà â ïðèëîæå-
íèÿõ ê computer science: âìåñòî àêòóàëüíî áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà, òî åñòü ðàçâèâàþ-
ùèåñÿ âî âðåìåíè ìíîæåñòâà, êîíå÷íûå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïî
àíàëîãèè ñ ìàøèííûìè ÷èñëàìè, âìåñòî áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ìû áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü êîíå÷íî àïïðîêñèìèðóåìûå ìíîæåñòâà, òî åñòü ìíî-
æåñòâà, êîòîðûå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè
ìíîæåñòâàìè, ìåæäó ýëåìåíòàìè êîòîðûõ çàäàíî îòíîøåíèå àïïðîêñè-
ìàöèè.

3 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïðåæäå, ÷åì äàòü ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå êîíå÷íî àïïðîêñèìèðóåìî-
ãî (ðàçâèâàþùåãîñÿ) ìíîæåñòâà, óòî÷íèì, ÷òî çäåñü áóäåò ïîíèìàòüñÿ
ïîä âðåìåíåì. Â êà÷åñòâå âðåìåíè ìîæíî áûëî áû âçÿòü ìíîæåñòâî íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë N ñ åñòåñòâåííûì ïîðÿäêîì íà íåì, íî â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ óäîáíåå â êà÷åñòâå âðåìåíè ðàññìàòðèâàòü ëþáîå íàïðàâëåííîå
ìíîæåñòâî Γ, â êîòîðîì åñòü êîíôèíàëüíîå ïîäìíîæåñòâî, èçîìîðôíîå
{γn : n ∈ N}.

Áîëåå òî÷íî. Ïóñòü Γ � ìíîæåñòâî, è < � áèíàðíîå îòíîøåíèå ïî-
ðÿäêà íà íåì, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ γ1, γ2 ∈ Γ ñóùåñòâóåò γ3 ∈ Γ òàêîå, ÷òî
γ1 < γ3 è γ2 < γ3;

ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ γ1 < γ2 < ...
òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà γ ∈ Γ íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò γi â ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òî γ < γi.
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Ïîäìíîæåñòâî Γ′ ⊂ Γ íàçûâàåòñÿ êîíôèíàëüíûì â Γ, åñëè äëÿ ëþáî-
ãî ýëåìåíòà γ ∈ Γ íàéäåòñÿ ýëåìåíò γ′ ∈ Γ′, ÷òî γ < γ′.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Ïðåäðàçâèâàþùèìñÿ ìíîæåñòâîì X íà-
çûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ X = {Xγ : γ ∈ Γ}
âìåñòå ñ áèíàðíûìè îòíîøåíèÿìè àïïðîêñèìàöèè ≺ ìåæäó ýëåìåíòà-
ìè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ Xγ1 è Xγ2, äëÿ γ1 < γ2. Ïðè÷åì ýòè îòíîøåíèÿ
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

A1. (òðàçèòèâíîñòü) Åñëè xγi ∈ Xγi , xγ1 ≺ xγ2 è xγ2 ≺ xγ3, òî
xγ1 ≺ xγ3. Òî åñòü, åñëè ýëåìåíò xγ2 ∈ Xγ2 àïïðîêñèìèðóåò ýëåìåíò
xγ1 ∈ Xγ1, à ýëåìåíò xγ3 ∈ Xγ3 àïïðîêñèìèðóåò ýëåìåíò xγ2, òî ýëå-
ìåíò xγ3, äîëæåí àïïðîêñèìèèðîâàòü ýëåìåíò xγ1.

×òîáû ââåñòè åùå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ïðåäðàçâèâàþùèåñÿ
ìíîæåñòâà è îïðåäåëèòü ðàçâèâàþùèåñÿ êîíå÷íî àïïðîêñèìèðóåìûå ìíî-
æåñòâà, íàì ïîòðåáóþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïîíÿòèÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Êâàçèýëåìåíòîì ïðåäðàçâèâàþùåãîñÿ ìíî-
æåñòâà X íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àïïðîêñèìèðóþùèõ äðóã
äðóãà ýëåìåíòîâ x = {xγ1 ≺ xγ2 ≺ ...} äëÿ êîíôèíàëüíîãî ïîäìíîæå-
ñòâà {γ1, γ2, ...} â Γ. Äâà êâàçèýëåìåíòà x è x′ íàçîâåì ñîâïàäàþùèìè,
åñëè x è x′ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîâïàäàþò, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
íîìåðà k, ò. å. xγi = x′γi , ïðè i > k. Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì ðàçëè-
÷àòü ñîâïàäàþùèå êâàçèýëåìåíòû.

Åñëè x � êâàçèýëåìåíò ïðåäðàçâèâàþùåãîñÿ ìíîæåñòâà X â ñìûñ-
ëå ââåäåííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ, òî îáîçíà÷àòüñÿ ýòî áóäåò îáû÷íûì
çíà÷êîì ïðèíàäëåæíîñòè x ∈ X, êàê äëÿ îáû÷íûõ ìíîæåñòâ.

Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåíèå êâàçèýëåìåíòà çäåñü ñîîòâåòñâóåò èäåå
èíòóèöèîíèñòêîé ìàòåìàòèêè (ñì., íàïðèìåð, [2]) î ñâîáîäíî ñòàíî-
âÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ Áðàóðà.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3. Îêðåñòíîñòüþ O(xγ) äëÿ xγ ∈ Xγ íàçûâà-
åòñÿ ìíîæåñòâî âèäà

O(xγ) = {xγ′ | äëÿ âñåõ γ′ > γ; xγ′ ∈ Xγ′ ; xγ ≺ xγ′}.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y = {yγ′1 , yγ′2 , ...}, ãäå yγ′i ∈
Xγ′i

, äëÿ êîíôèíàëüíîãî ïîäìíîæåñòâà {γ′1, γ′2, ...} â Γ, ëåæèò â îêðåñò-
íîñòè O(xγ), åñëè âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y, íà÷èíàÿ ñ íåêî-
òîðîãî íîìåðà, ïðèíàäëåæàò îêðåñòíîñòè O(xγ).

Î ï ð å ä å ë å í è å 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y = {yγ′1 , yγ′2 , ...}, ãäå
yγ′i ∈ Xγ′i

, äëÿ êîíôèíàëüíîãî ïîäìíîæåñòâà {γ′1, γ′2, ...} â Γ íàçûâàåò-
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ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè èëè ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ, åñëè äëÿ ëþáîãî γ′ ∈ Γ ñóùåñòâóþò òàêîå γ ∈ Γ, γ′ < γ, è
òàêîé ýëåìåíò xγ ∈ Xγ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y ëåæèò â îêðåñò-
íîñòè O(xγ).

Î÷åâèíî, ÷òî ëþáîé êâàçèýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ â ñèëó ñâîéñòâà òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ àïïðîêñè-
ìàöèè (A1).

Î ï ð å ä å ë å í è å 5. Ïðåäðàçâèâàþùååñÿ ìíîæåñòâî X íà-
çûâàåòñÿ ðàçâèâàþùèìñÿ, åñëè åãî îòíîøåíèÿ àïïðîêñèìàöèè óäîâëå-
òâîðÿþò ñëåäóþùèì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì:

A2. (ñòàáèëüíîñòü) Äëÿ êàæäîãî êâàçèýëåìåíòà y ∈ X è ëþáîé
îêðåñòíîñòè O(xγ), ñîäåðæàùåé y, íàéäåòñÿ òàêîå áîëüøîå γN ∈ Γ,
÷òî γN > γ, è äëÿ ëþáîãî êîíôèíàëüíîãî ïîäìíîæåñòâà Γ′ ⊂ Γ íàéäóò-
ñÿ òàêèå γ′ > γN è òàêîé ýëåìåíò xγ′ ∈ Xγ′, ÷òî γ

′ ∈ Γ′, âûïîëíÿåòñÿ
îòíîøåíèå àïïðîêñèìàöèè xγ ≺ xγ′, è îêðåñòíîñòü O(xγ′) ñîäåðæèò
êâàçèýëåìåíò y.

A3. (îòêðûòîñòü îêðåñòíîñòåé) Äëÿ êàæäîãî êâàçèýëåìåíòà y ∈
X è ëþáûõ îêðåñòíîñòåé O(xγ1) è O(xγ2), ñîäåðæàùèõ y, íàéäåòñÿ òà-
êîå áîëüøîå γN ∈ Γ, ÷òî γN > γ1 è γN > γ2, è åñëè äëÿ γ′ > γN îêðåñò-
íîñü O(xγ′) ñîäåðæèò y è xγ2 ≺ xγ′, òî xγ1 ≺ xγ′.

Óñëîâèÿ A2 è A3 ìîãóò áûòü óñèëåíû ñ êâàçèýëåìåíòîâ y íà ôóí-
äàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 6. Ïðåäðàçâèâàþùååñÿ ìíîæåñòâî X íàçû-
âàåòñÿ ïîëíûì ðàçâèâàþùèìñÿ ìíîæåñòâîì, åñëè åãî îòíîøåíèÿ àï-
ïðîêñèìàöèè âìåñòî óñëîâèé A2 è A3 óäîâëåòâîðÿþò áîëåå ñèëüíûì
óñëîâèÿì:

A2'. (ñòàáèëüíîñòü äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé)
Äëÿ êàæäîé ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y ∈ X è ëþáîé
îêðåñòíîñòè O(xγ), ñîäåðæàùåé y, íàéäåòñÿ òàêîå áîëüøîå γN ∈ Γ,
÷òî γN > γ, è äëÿ ëþáîãî êîíôèíàëüíîãî ïîäìíîæåñòâà Γ′ ⊂ Γ íàéäóò-
ñÿ òàêèå γ′ > γN è òàêîé ýëåìåíò xγ′ ∈ Xγ′, ÷òî γ

′ ∈ Γ′, âûïîëíÿåòñÿ
îòíîøåíèå àïïðîêñèìàöèè xγ ≺ xγ′, è îêðåñòíîñòü O(xγ′) ñîäåðæèò
ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y.

A3'. (îòêðûòîñòü îêðåñòíîñòåé äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé) Äëÿ êàæäîé ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y ∈
X è ëþáûõ îêðåñòíîñòåé O(xγ1) è O(xγ2), ñîäåðæàùèõ y, íàéäåòñÿ
òàêîå áîëüøîå γN ∈ Γ, ÷òî γN > γ1 è γN > γ2, è åñëè äëÿ γ′ > γN
îêðåñòíîñòü O(xγ′) ñîäåðæèò y è xγ2 ≺ xγ′, òî xγ1 ≺ xγ′.
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Îïðåäåëèì òåïåðü îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà ìíîæåñòâå êâàçèýëåìåí-
òîâ â ðàçâèâàþùåìñÿ ìíîæåñòâå X.

Î ï ð å ä å ë å í è å 7. Êâàçèýëåìåíò x′ = {x′γ′1 ≺ x′γ′2
≺ ...}

íàçûâàåòñÿ àïïðîêñèìèðóþùèì êâàçèýëåìåíò x = {xγ1 ≺ xγ2 ≺ ...} â
ðàçâèâàþùåìñÿ ìíîæåñòâå X, åñëè äëÿ ëþáîãî xγi âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè x′γ′j

çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè

àïïðîêñèìàöèè xγi ≺ x′γ′j
. Îáîçíà÷àòüñÿ ýòî îòíîøåíèå íà êâàçèýëå-

ìåíòàõ ðàçâèâàþùåãîñÿ ìíîæåñòâà X áóäåò òàêæå â âèäå x ≺ x′.
Äðóãèìè ñëîâàìè ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî êâàçèýëåìåíòû íàõîäÿòñÿ â îò-

íîøåíèè x ≺ x′, åñëè êâàçèýëåìåíò x′ ëåæèò â ëþáîé îêðåñòíîñòè âèäà
O(xγi) äëÿ äëÿ âñåõ xγi èç x = {xγ1 ≺ xγ2 ≺ ...}.

Î ï ð å ä å ë å í è å 8. Äâà êâàçèýëåìåíòà x è x′ ðàçâèâàþùåãîñÿ
ìíîæåñòâà X íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè x = x′, åñëè ìåæäó ýòèìè êâàçè-
ýëåìåíòàìè îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ îòíîøåíèÿ x ≺ x′ è x′ ≺ x.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 1. Ââåäåííîå â ïðåäûäóùåì îïðåäåëåíèè
îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà êâàçèýëåìåíòàõ ðàçâèâàþùåãîñÿ ìíîæåñòâà
ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ðåôëåêñèâíîñòü, ñèììåòðè÷íîñòü è òðàíçèòèâíîñòü ââåäåííîãî îòíî-
øåíèÿ ðàâåíñòâà íà êâàçèýëåìåíòàõ ïðÿìî ñëåäóþò èç åãî îïðåäåëåíèÿ è
ñâîéñòâà òðàíçèòèâíîñòè A1 îòíîøåíèé àïïðîêñèìàöèè ìåæäó ýëåìåí-
òàìè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ êîíå÷íî àïïðîêñèìèðóåìîãî ìíîæåñòâà X.

Èç îïðåäåëåíèé òàêæå íåïîñðåäñòâåííî âûâîäèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 2. Åñëè êâàçèýëåìåíò x′ êîíå÷íî àïïðîê-
ñèìèðóåìîãî ìíîæåñòâà X ïîëó÷åí êàê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü êâàçè-
ýëåìåíòà x = {xγ1 ≺ xγ2 ≺ ...} ïî íåêîòîðîìó êîíôèíàëüíîìó ïîäìíî-
æåñòâó â {γ1 < γ2 < ...}, òî x = x′.

Óñëîâèå A2 îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Ó ò â å ð æ ä å í è å 3. Äëÿ ëþáîãî êâàçèýëåìåíòà x = {xγ1 ≺

xγ2 ≺ ...} â ðàçâèâàþùåìñÿ ìíîæåñòâå X = {Xγ : γ ∈ Γ} è ëþáîãî
êîíôèíàëüíîãî ïîäìíîæåñòâà Γ′ ⊂ Γ ñóùåñòâóåò êâàçèýëåìåíò x′ ïî
êîíôèíàëüíîìó ïîäìíîæåñòâó â {γ′1 < γ′2 < ...} ⊂ Γ′, ðàâíûé êâàçèýëå-
ìåíòó x.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3 îñíîâàíî íà ñâîéñòâå A2, ñîãëàñíî
êîòîðîìó ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèòü ýëåìåíòû x′γ′i1

≺ x′γ′i2
≺ ... ≺

x′γ′ik
≺ ..., ãäå ýëåìåíòû γ′i1 , γ

′
i2
, ...γ′ik ... ìîãóò áðàòüñÿ èç ëþáîãî êîíôè-

íàëüíîãî ïîäìíîæåñòâà â Γ, è ïðè ýòîì äåëàòü ýòî òàê, ÷òîáû âûïîëíÿ-
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ëèñü îòíîøåíèÿ

xγ1 ≺ x′γ′i1
≺ xγj1 ≺ x′γ′i2

≺ xγj2 ≺ ... ≺ x′γ′ik
≺ xγjk ≺ ...,

ãäå {xγj1 ≺ xγj2 ≺ ...} � ýòî íåêîòîðàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü â x =
{xγ1 ≺ xγ2 ≺ ...}. Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ ðàâåíñòâà êâàçèýëåìåíòîâ
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå 3.

Óñëîâèå A3 îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Ó ò â å ð æ ä å í è å 4. Åñëè êâàçèýëåìåíò x = {xγ1 ≺ xγ2 ≺ ...} â

ðàçâèâàþùåìñÿ ìíîæåñòâå X àïïðîêñèìèðóåòñÿ êâàçèýëåìåíòîì x′ =
{x′γ′1 ≺ x′γ′2

≺ ...}, òî åñòü x ≺ x′, òî x = x′.

Â ñîîòâåòñâèè ñ îïðåäåëåíèåì 8 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà x = x′

îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî x′ ≺ x. Òî åñòü íóæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî
x′γ′i

èç x′ ñóùåñòâóåò xγj èç x, ÷òî x
′
γ′i
≺ xγj . Äëÿ äîêàçàòåëüñâà ïîñëåäíåãî

óòâåðæäåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì A3, â êîòîðîì âìåñòî êâàçèýëå-
ìåíòà y âîçüìåì x′, âìåñòî xγ1 è xγ2 ýëåìåíòû x′γ′i

è xγj−1
, ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà ïî óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ 4, óñëîâèÿ ñâîéñòâà A3 âûïîëíÿþòñÿ, è
â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ñâîéñòâîì ñóùåñòâóåò òàêîå áîëüøîå γj è ýëåìåíò
xγj â x, ÷òî x

′
γ′i
≺ xγj . ×òî è òðåáîâàëîñü.

Î ï ð å ä å ë å í è å 9. Ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè
y = {yγ′1 , yγ′2 , ...} (ñì. Îïðåäåëåíèå 4) â ðàçâèâàþùèìñÿ ìíîæåñòâå X
íàçûâàåòñÿ òàêîé åãî êâàçèýëåìåíò x = {xγ1 ≺ xγ2 ≺ ...}, ÷òî êàæäàÿ
îêðåñòíîñòü âèäà O(xγi) ñîäåðæèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y.

Ñâîéñòâî A2' îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà äëÿ ëþáîé ôóí-
äàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ïîëíîì ðàçâèâàþùåìñÿ ìíîæåñòâå.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 5. Äëÿ êàæäîé ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè y = {yγ′1 , yγ′2 , ...} â ïîëíîì ðàçâèâàþùåìñÿ ìíîæåñòâå X
cóùåñòâóåò ïðåäåë x = {xγ1 ≺ xγ2 ≺ ...}.

Ïðåäåë, òðåáóåìûé â óòâåðæäåíèè 5, íåïîñðåäñòâåííî ñòðîèòñÿ ïî
ñâîéñòâó A2'.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 6. Åñëè êâàçèýëåìåíòû x = {xγ1 ≺ xγ2 ≺
...} è x′ = {x′γ′1 ≺ x′γ′2

≺ ...} ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëàìè ôóíäàìåíòàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y â ïîëíîì ðàçâèâàþùåìñÿ ìíîæåñòâå X, òî x =
x′.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 6 ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé è ñâîéñòâàA2'.
Äëÿ äîêàçàòåëüñâà íóæíî ïîêàçàòü, íàïðèìåð, ÷òî x ≺ x′. Òî åñòü äîêà-
çàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî xγi èç x ñóùåñòâóåò òàêîé x′γ′j

èç x′, ÷òî xγi ≺ x′γ′j
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì A2'.
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Èìååì, òàê êàê x è x′ � ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y, òî îêðåñòíî-
ñòè O(xγi) è O(x′γ′1

) ñîäåðæàò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y, è âñå îêðåñòíîñòè

O(x′γ′
k
) cîäåðæàò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y, è ïðè ýòîì x′γ′1

≺ x′γ′
k
. Òîãäà, ïî

ñâîéñòâó A2' íàéäåòñÿ òàêîå áîëüøîå γ′j, ÷òî xγi ≺ x′γ′j
. Óòâåðæäåíèå 6

äîêàçàíî.

4 Ïðèìåðû êîíå÷íî àïïðîêñèìèðóåìûõ ðàç-

âèâàþùèõñÿ ìíîæåñòâ

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû ðàçâèâàþùèõñÿ ìíîæåñòâ.
Ïðèìåð 1. Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z.
Â êà÷åñòâå íàïðàâëåííîãî ìíîæåñòâà Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N . Êîíå÷íûå ìíîæåñòâà Xn äëÿ n ∈ N � ýòî ïîä-
ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë âèäà:

Xn = {x ∈ Z| − n ≤ x ≤ n}.
Îòíîøåíèå àïïðîêñèìàöèè ìåæäó ýëåìåíòàìè ýòèõ ìíîæåñòâ � ýòî îò-
íîøåíèå ñîâïàäåíèÿ ýëåìåíòîâ èç ðàçíûõ ìíîæåñòâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà
êîíñòðóêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïîëíîãî ðàçâèâàþùåãîñÿ ìíîæå-
ñòâà.

Ïðèìåð 2. Ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé R.
Â êà÷åñòâå íàïðàâëåííîãî ìíîæåñòâà Γ òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíî-

æåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N , à â êà÷åñòâå ìíîæåñòâ Xn äëÿ n ∈ N �
ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë ñ n äåñÿ-
òè÷íûìè öèôðàìè äî çàïÿòîé è n äåñÿòè÷íûìè öèôðàìè ïîñëå çàïÿòîé
(äîïèñûâàþòñÿ íóëè äî n çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé). Äâà ÷èñëà xn ∈ Xn è
xn+1 ∈ Xn+1 ñâÿçûâàþòñÿ îòíîøåíèåì àïïðîêñèìàöèè xn ≺ xn+1, åñëè
ìîäóëü ðàçíîñòè |xn+1 − xn| ≤ 10−(n+1).

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êâàçèýëåìåíòàìè ýòîãî ðàçâèâàþùåãîñÿ ìíî-
æåñòâà ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå äðîáè, à îòíîøåíèå ðàâåíñòâà
â ðàçâèâàþùåìñÿ ìíîæåñòâå ñîîòâåòñâóåò ðàâåíñòâó ìåæäó áåñêîíå÷íû-
ìè äðîáÿìè ñ äåâÿòêàìè â ïåðèîäå è áåñêîíå÷íûìè äðîáÿìè ñ óâåëè-
÷åííîé íà åäèíèöó ïîñëåäíåé öèôðîé ïåðåä äåâÿòêàìè è íóëÿìè âìåñòî
äåâÿòîê.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ äâîè÷íûõ äðî-
áåé. Ýòî áóäåò äðóãîå ðàçâèâàþùååñÿ ìíîæåñòâî, ïðåäñòàâëÿþùåå ìíî-
æåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ðàçâèâàþùèåñÿ ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íûõ
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äåñÿòè÷íûõ äðîáåé è áåñêîíå÷íûõ äâîè÷íûõ äðîáåé äîëæíû áûòü èçî-
ìîðôíû, íî ÷òîáû îïðåäåëèòü èçîìîðôèçì äâóõ ðàçâèâàþùèõñÿ ìíî-
æåñòâ íóæíî îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ðàçâèâàþùèìèñÿ ìíîæå-
ñòâàìè.

Ïðèìåð 3. Îáðàòíûé ñïåêòð X êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.
Â êà÷åñòâå íàïðàâëåííîãî ìíîæåñòâà Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N , à â êà÷åñòâå ìíîæåñòâ Xn íåêîòîðûå êîíå÷íûå
ìíîæåñòâà, ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé îòîáðàæåíèÿìè fn+1 : Xn+1 −→ Xn,
äëÿ n ∈ N . Ýëåìåíò xn+1 ∈ Xn+1 ñâÿçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì àïïðîêñèìà-
öèè ñ ýëåìåíòîì xn ∈ Xn, òîëüêî åñëè fn+1(xn+1) = xn. Î÷åâèäíî, ÷òî
óñëîâèÿ ïîëíîãî ðàçâèâàþùåãîñÿ ìíîæåñòâà çäåñü âûïîëíÿþòñÿ. Êâàçè-
ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ íèòè îáðàòíîãî ñïåêòðà ìíîæåñòâ, êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ ýëåìåíòàìè îáðàòíîãî ïðåäåëà ñïåêòðà X. Ýòîò ïðåäåë åñòåñòâåííî
íàäåëÿåòñÿ òîïîëîãèåé, è îáðàòíûé ïðåäåë êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåò-
ñÿ êîìïàêòîì. Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñâà, ñòðîÿùèåñÿ òàêèì ñïîñîáîì,
èñïîëüçóþòñÿ, íàïðèìåð, â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Òàì îíè íàçûâà-
þòñÿ ïðîêîíå÷íûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Ýòè æå êîíñòðóêöèè èñïîëüçóþòñÿ
ïðè ïîñòðîåíèè p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Çàìåòèì, ÷òî, åñëè îòîáðàæåíèå fn+1

íå ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, òî íåêîòîðûå ýëåìåíòû èç Xn íå ïðîäîëæà-
þòñÿ äî êâàçèýëåìåíòîâ (êàê áû óìèðàþò â ðàçâèâàþùåìñÿ ìíîæåñòâå).

×àñòíûì ñëó÷àåì îáðàòíîãî ñïåêòðà ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ëþáîå êî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî X. Â ýòîì ñëó÷àå Xn = X, äëÿ âñåõ n ∈ N , è âñå fn+1

ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè îòîáðàæåíèÿìè ìíîæåñòâà X â ñåáÿ.
Ïðèìåð 4. Ïðÿìîé ñïåêòð X êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.
Ýòîò ïðèìåð îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî íàïðàâëåíèåì îòîáðàæåíèé.

Òåïåðü, îòîáðàæåíèÿ fn : Xn −→ Xn+1, äëÿ n ∈ N , è ýëåìåíò xn+1 ∈ Xn+1

ñâÿçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì àïïðîêñèìàöèè ñ ýëåìåíòîì xn ∈ Xn, òîëüêî
åñëè fn(xn) = xn+1. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ëåãî ïðîâåðèòü âûïîëíèìîñòü
óñëîâèé ïîëíîãî ðàçâèâàþùåãîñÿ ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâî êâàçèýëåìåí-
òîâ â ýòîì ñëó÷àå â ìàòåìàòèêå íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ýòîãî ïðÿìîãî ñïåê-
òðà ìíîæåñòâ.

Ïðèìåð 5. Àëãåáðà, çàäàííàÿ îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè.
Ýòîò ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðàÿ ñèãíàòóðà Σ = 〈T1, ..., Tn;F1, ..., Fk〉, ãäå

T1, ..., Tn � èìåíà ñîðòîâ (òèïîâ) àëãåáðû; F1, ..., Fk � èìåíà îïåðàöèé ñ
óêàçàíèåì îòêóäà è êóäà äåéñòâóåò êàæäàÿ èç ýòèõ îïåðàöèé. Òî åñòü
äëÿ êàæäîãî Fi ∈ Σ, çàäàíî âûðàæåíèå Fi : T(i,1) × ... × T(i,qi) −→ Tbi ,
ãäå qi � ÷èñëî àðãóìåíòîâ îïåðàöèè Fi; T(i,1), ..., T(i,qi) � òèïû àðãóìåíòîâ
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ýòîé îïåðàöèè, à Tbi � òèï ðåçóëüòàòà.
Åñëè X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ òèïîâ T1, ..., Tn, òî ÷åðåç

Term(X,Σ) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî òåðìîâ â ñèãíàòóðå Σ ñ ïåðåìåí-
íûìè èç ìíîæåñòâà X. Òî åñòü Term(X,Σ) � ìíîæåñòâî ïðàâèëüíî ïî-
ñòðîåííûõ âûðàæåíèé, çàäàþùèõ êîìïîçèöèþ îïåðàöèé, ïðèìåííåíûõ
ê ïåðåìåííûì èç X. Óðàâíåíèåì â ñèãíàòóðå Σ íàçûâàåòñÿ ïàðà òåðìîâ
L,R ∈ Term(X,Σ) îäíîãî òèïà, êîòîðûå çàïèñûâàþòñÿ â âèäå L = R.

Ïóñòü M �íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, è äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ýòîãî ìíî-
æåñâà óêàçûâàåòñÿ åãî òèï èç íàáîðà èìåí T1, ..., Tn. Ìíîæåñòâî M ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê ìíîæåñòâî îáðàçóþùèé àëãåáðû. Ïóñòü, êðîìå òîãî,
E = {(Lj = Rj) : j = 1, ..., s} � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî óðàâíåíèé â ñèãíà-
òóðå Σ, êîòîðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé àëãåáðû.
Òîãäà íà ìíîæåñòâå òåðìîâ Term(M,Σ) îò ýëåìåíòîâ ìíîæåcòâà M è
èìåí îïåðàöèé ñèãíàòóðû Σ ïîðîäèì íåêîòîðîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-
íîñòè ≈E, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó. Îòíîøåíèå ≈E � ìè-
íèìàëüíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîíãðóåíöèåé
îòíîñèòåëüíî èìåí îïåðàöèé ñèãíàòóðû Σ, è ñîäåðæàùåå âñå ïàðû òåð-
ìîâ, ïîëó÷åííûå ïîäñòàíîâêîé âìåñòî ïåðåìåííûõ â ñîîòíîøåíèÿ èç E
ïðîèçâîëüíûõ òåðìîâ èç Term(M,Σ) òîãî æå òèïà, ÷òî è ïåðåìåííûå.

Àëãåáðîé A, çàäàííîé ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ M è ìíîæåñòâîì ñî-
îòíîøåíèé E íàçûâàåòñÿ ôàêòîð ìíîæåñòâî òåðìîâ Term(M,Σ) ïî îò-
íîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ≈E, ò.å.

A = Term(M,Σ)/ ≈E .

Â îáùåì ñëó÷àå A � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à îòíîøåíèå ≈E ìîæåò áûòü
àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûì (íî âñåãäà àëãîðèòìè÷åñêè ïåðå÷èñëè-
ìî).

Ïðåäñòàâèì, òåïåðü, àëãåáðó A â âèäå ðàçâèâàþùåãîñÿ ìíîæåñòâà.
Ðàññìîòðèì íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî

Γ = {(D,≈ED)|D ⊂ Term(M,Σ), ≈ED⊂≈E},

ãäåD � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òåðìîâ, à ≈ED � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
íà D, ÿâëÿþùååñÿ êîíå÷íûì ïîäìíîæåñòâîì â ≈E. Åñëè γ1 = (D1,≈ED1)
è γ2 = (D2,≈ED2), òî ïîëîæèì γ1 < γ2, åñëè D1 � ïîäìíîæåñòâî â D2
è ≈ED1 ïîäìíîæåñòâî â ≈ED2. Íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî Γ ñîäåðæèò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïî íàòóðàëüíûì ÷èñëàì â âèäå êîíôèíàëüíîãî ïîä-
ìíîæåñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, â êà÷åñòâå γn ìîæíî âçÿòü (Dn,≈EDn), ãäå
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Dn � ìíîæåñòâî âñåõ òåðìîâ ãëóáèíû ìåíüøå èëè ðàâíûõ n, à t1 ≈EDn t2
âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò äîêàçàòåëüñòâî t1 ≈E t2,
èñïîëüçóþùåå òîëüêî òåðìû èç Dn.

Ïîëîæèì äëÿ γ1 = (D1,≈ED1) ìíîæåñòâî Aγ1 = D1/ ≈ED1. Åñëè
γ2 = (D2,≈ED2) è γ1 < γ2, òî ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îïðåäåäåëÿåòñÿ îòîá-
ðàæåíèå fγ2γ1 : D1/ ≈ED1−→ D2/ ≈ED2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïðÿìîé
ñïåêòð êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, êîòîðûé îïðåäåëÿåò
ðàçâèâàþùååñÿ ìíîæåñòâî.

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèèé ìåæäó ðàçâèâàþùèìèñÿ ìíî-
æåñòâàìè.

Ïóñòü Γ è Γ′ äâà íàïðàâëåííûõ ìíîæåñòâà. Äåêàðòîâûì ïðîèçâå-
äåíèåì Γ è Γ′ íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî Γ × Γ′, ñîñòîÿùåå
èç ïàð ýëåìåíòîâ (γ, γ′), ãäå γ ∈ Γ, γ′ ∈ Γ′, ñ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà
(γ1, γ

′
1) < (γ2, γ

′
2), åñëè γ1 < γ2 è γ

′
1 < γ′2.

Åñëè X = {Xγ : γ ∈ Γ} è Y = {Yγ′ : γ′ ∈ Γ′} � ðàçâèâàþùèåñÿ
ìíîæåñòâà ïî íàïðàâëåííûì ìíîæåñòâàì Γ è Γ′, òî ÷åðåç Fun(Xγ, Yγ′)
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç Xγ â Yγ′ (â òîì ÷èñëå è íå âñþäó
îïðåäåëåííûõ).

Î ï ð å ä å ë å í è å 10. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåæäó ôóíêöèÿìè
fγ1,γ′1 ∈ Fun(Xγ1 , Yγ′1) è fγ2,γ′2 ∈ Fun(Xγ2 , Yγ′2) äëÿ (γ1, γ

′
1) < (γ2, γ

′
2) âûïîë-

íÿåòñÿ ñëàáîå îòíîøåíèå àïïðîêñèìàöèè fγ1,γ′1 ≺
′ fγ2,γ′2, åñëè äëÿ ëþáûõ

äâóõ ýëåìåíòîâ xγ1 ∈ Xγ1 è xγ2 ∈ Xγ2 (èç îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé
fγ1,γ′1 è fγ1,γ′1, ñîòâåòñòâåííî), íàõîäÿùèõñÿ â îòíîøåíèè àïïðîêñèìà-
öèè xγ1 ≺ xγ2, âûïîëíÿåòñÿ òàêæå è îòíîøåíèå àïïðîêñèìàöèè ìåæäó
çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé îò ýòèõ ýëåìåíòîâ fγ1,γ′1(xγ1) ≺ fγ2,γ′2(xγ2). Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ìåæäó ýòèìè ôóíêöèÿìè âûïîëíÿåòñÿ îòíîøåíèå àï-
ïðîêñèìàöèè fγ1,γ′1 ≺ fγ2,γ′2, åñëè ìåæäó íèìè âûïîëíÿåòñÿ îòíîøåíèå
ñëàáîé àïïðîêñèìàöèè fγ1,γ′1 ≺

′ fγ2,γ′2, è äëÿ ëóáûõ ôóíêöèé fγ3,γ′3, íà-
õîäÿùèõñÿ â îòíîøåíèè ñëàáîé àïïðîêñèìàöèè fγ2,γ′2 ≺

′ fγ3,γ′3 ñ fγ2,γ′2,
âûïîëíÿåòñÿ òàêæå è îòíîøåíèå ñëàáîé àïïðîêñèìàöèè fγ1,γ′1 ≺

′ fγ3,γ′3
ñ fγ1,γ′1.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ
Fun(X, Y ) = {Fun(Xγ, Yγ′) : (γ, γ′) ∈ Γ×Γ′} c îïðåäåëåííûì âûøå îòíî-
øåíèåì àïïðîêñèìàöèè íà íèõ îáðàçóþò ðàçâèâàþùååñÿ ìíîæåñòâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ñâîäèòñÿ ê
ïðîâåðêå òðåõ óñëîâèé îïðåäåëåíèÿ ðàçâèâàþùåãîñÿ ìíîæåñòâà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ≺ ðàññìîòðèì äâå ïà-
ðû ôóíêöèé, íàõîäÿùèõñÿ â îòíîøåíèè ≺: fγ1,γ′1 ≺ fγ2,γ′2 è fγ2,γ′2 ≺ fγ3,γ′3 .
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Ïî îïðåäåëåíèþ 10 îòíîøåíèÿ ≺ íà ôóíêöèÿõ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îòíî-
øåíèå àïïðîêñèìàöèè fγ2,γ′2 ≺ fγ3,γ′3 , òî âûïîëíÿåòñÿ è îòíîøåíèå ñëà-
áîé àïïðîêñèìàöèè fγ2,γ′2 ≺

′ fγ3,γ′3 . À òàê êàê âåðíî fγ1,γ′1 ≺ fγ2,γ′2 è
fγ2,γ′2 ≺

′ fγ3,γ′3 , òî ïî îïðåäåëåíèþ îòíîøåíèÿ ≺ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
îòíîøåíèå ñëàáîé àïïðîêñèìàöèè fγ1,γ′1 ≺

′ fγ3,γ′3 . Åñëè òåïåðü fγ4,γ′4 �
ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ îòíîøåíèå ñëàáîé àï-
ïðîêñèìàöèè fγ3,γ′3 ≺

′ fγ4,γ′4 , òî, òàê êàê èìååòñÿ îòíîøåíèå àïïðîêñèìà-
öèè fγ2,γ′2 ≺ fγ3,γ′3 , òî îòñþäà ïî îïðåäåëåíèþ ≺ èìååì âûïîëíåíèå îòíî-
øåíèÿ ñëàáîé àïïðîêñèìàöèè fγ2,γ′2 ≺

′ fγ4,γ′4 . Îòñþäà, â ñâîþ î÷åðåäü, è
èç îòíîøåíèÿ àïïðîêñèìàöèè fγ1,γ′1 ≺ fγ2,γ′2 ñëåäóåò, ÷òî fγ1,γ′1 ≺

′ fγ4,γ′4 .
Òàê êàê ýòî îòíîøåíèå ñëàáîé àïïðîêñèìàöèè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè fγ4,γ′4 , ñëàáî àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèþ fγ3,γ′3 , òî, ñëåäîâà-
òåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ îïðåäåëåíèå 10, è fγ1,γ′1 ≺ fγ3,γ′3 . Òî åñòü äîêàçàíà
òðàíçèòèâíîñòü îòíîøåíèÿ àïïðîêñèìàöèè íà ôóíêöèÿõ.

Çàìå÷àíèå. Ðàáîòà íåçàâåðøåíà. Òðåáóåòñÿ åùå ïðîâåðêà âûïîë-
íåíèÿ àêñèîì A2 è A3 äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé â óòâåðæäåíèè 7 ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ Fun(X, Y ) c îòíîøåíèåì àïïðîêñèìàöèè.
Äàëåå íóæíî èññëåäîâàòü ïîñòðîåííóþ êàòåãîðèþ êîíå÷íî àïïðîêñè-
ìèðóåìûõ ìíîæåñòâ â äóõå ðàáîòû [3].
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